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Résumé : 
 
Dans cet article nous nous intéressons à la modélisation intégrée, par la méthode des éléments finis en 
dynamique explicite, de thermoformage d'une pièce polymérique en PET amorphe (polyéthylène 
téréphtalate). Les effets de chauffage infrarouge, de formage, qui est supposé incomplet, et de 
refroidissement sont simulés. La charge en pression est déduite de l’équation d’état de van Deer Walls. 
Le modèle intégral de comportement hyper-viscoélastique de Christensen-Yang est utilisé 
 
Abstract :  
 
In this work, we are interested in the integrated modeling, by the finite element analysis approach using 
an explicit dynamic procedure, of thermoforming of an amorphous polyethylene terephthalate (PET). The 
effects of the radiative-conduction heat transfer, of the stress-deformation behaviour, during the 
incomplete forming stage, and of the solidification are simulated. The dynamic pressure load is thus 
deduced from the van Deer Waals equation of state. The integral visco-hyperelastic behaviour of the 
Christensen-Yang–like model is considered 
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1 Introduction 
 
L’élaboration de nouveaux produits ou l’amélioration de procédés occasionne des opérations 
coûteuses pour l’industrie de mise en forme. Dans ces conditions, la simulation numérique 
devient une alternative justifiable pour analyser et améliorer les procédés de fabrication.  
Dans cet article nous nous intéressons à la modélisation intégrée, par la MEF en explicite, 
des étapes rencontrées en thermoformage (chauffage infrarouge, formage et refroidissement) 
d'une pièce polymérique en polyéthylène téréphtalate amorphe, PET. Pour la phase de formage, 
qui est supposée non complète, nous considérons une charge en débit d’air non linéaire. La 
pression est déduite de l’équation d’état des gaz de van Deer Walls (Landau et al, 1980). Le 
modèle de comportement hyper-viscoélastique intégral de Christensen-Yang (Yang et al, 2000) 
est utilisé. Les résultats de la simulation ont étés validés avec des résultats expérimentaux en 
étirement équi-biaxial et en chauffage infrarouge. Un exemple en thermoformage est présenté. 
 
2 Formulation par éléments finis : comportement structural 
Dans la formulation dynamique explicite de la méthode des éléments finis, deux types de 
discrétisation sont considérées: spatiale et temporelle (Zienkiewicz et al., 1991). Ainsi, après 
écriture du principe des travaux virtuels sur chaque élément de la structure, introduction des 
interpolations isoparamétriques des variables cinématiques et sommation sur l'ensemble des 
éléments formant la structure, le problème dynamique de soufflage est réduit à un système 
d'équations différentielles de deuxième ordre (Erchiqui et al., 2005):  
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[ ] ( ) ext. gra. int.M u t F F F⋅ = + −??  (1)
ext.F , int.F  et gra.F sont respectivement les vecteurs globaux des forces nodales externes, internes 
et de pesanteur que subit la structure. [M] est la matrice masse associée aux forces 
d'accélération. Si on applique la méthode de diagonalisation à la matrice masse [M] et on utilise 
le schéma des différences finies centrées à l'accélération ??u , on obtient : 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 gra.ext. int.i i i i iid
ii
Δtu t Δt F t F t F t 2u t u t Δt
M
+ = + − + − −  (2)
Δt  représente le pas de temps et iu  est le vecteur position. Au temps initial nous considérons 
que les vecteurs des déplacements et des vitesses sont nuls : ( ) ( )i 0 i 0u t 0 u t 0et= =? . 
2.1 Équation d’état de van Deer Waals des gaz et chargement en pression  
Pour la modélisation de la phase de soufflage, nous considérons un chargement en débit 
d’air, via laquelle la pression est calculée. Ainsi, si on désigne par V0 un volume arbitraire 
initial entouré par la membrane au temps initial t0 et contenant un nombre de moles de gaz n0 (à 
la température Tgaz) par n(t) le nombre de moles de gaz introduit pour le soufflage, par p(t) la 
pression interne et par V(t) le volume additionnel de la bulle à l'instant t. Alors, dans le cas d'un 
gaz qui obéit à l’équation d’état de van Der Waals (Landau et al, 1949), on a : 
( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )
( )
( ) ( ) ( )
2 2
0 gas 0 gas0 0
0
0 0 0 00 0
n +n t RT n RTn +n t n
Δp t =p t -p =
V +V t V t n t VV +V t n +n t
a a
bb
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎢ ⎥− ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 (3) 
p0 représente la pression initiale. a et b sont des paramètres expérimentaux. 
2.2 Modèle de comportement viscoélastique de Christensen-Yang 
Dans ce travail nous considérons le modèle viscoélastique intégral de Christensen-Yang 
(Yang et al, 2000). Dans ce modèle, le deuxième tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S , 
au temps t, est relié a l'histoire des déformations du tenseur de Green-Lagrange E  par: 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 4 5 22 W W 2W M M
t
-
E τ,t
S T t -p T C T T I I C T T I m τ,t,T dττ
−
∞
⎧ ⎫∂⎪ ⎪= + + − + +⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎩ ⎭∫  
(4)
avec: 
( )1 1 3 2W M M 3I= + −   et  ( )2 2 3 1W M M 3I= + −  (5)
M1, M2, M3, M4 et M5 sont des paramètres mécaniques, p est la pression hydrostatique et T la 
température. ( )Tt,τ,m  représente la fonction mémoire du matériau donnée par :  
( ) ( )( )M
t
6τ
dtm τ,t,T exp -
T t
⎛ ⎞′⎜ ⎟= ⎜ ⎟′⎝ ⎠∫  
(6)
6M représente le temps de relaxation du matériau. Les scalaires I1 et I2 sont respectivement le 
premier et le second invariant du tenseur des déformations de Cauchy-Green. La dépendance du 
modèle avec la température peut être modélisée par la loi WLF (Ferry , 1980). 
3 Formulation par éléments finis : comportement thermique 
La MEF de type Galerkin est largement répandue pour la modélisation du transfert de chaleur. 
Indépendamment de la dimensionnalité spatiale du problème, la méthode des éléments finis mène 
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aux équations de premier ordre, du rang égal au nombre total des nœuds formant le maillage 
géométrique de la membrane (Zienkiewicz et al, 1991) : 
ˆ ˆˆn+1 nC T =K T +Q⋅ ⋅  (7)
où Cˆ , Kˆ et Qˆ sont respectivement les matrices thermiques globales de capacité, de conductivité  
et de charge du système. nT  est le vecteur nodal global des températures au temps tn. Pour la 
stabilité de la méthode, nous considérons un schéma de Crank-Nicholson. 
 
3.1 Rayonnement infrarouge intercepté par la surface thermoplastique 
Dans ce travail, nous supposons que le milieu séparant la source du milieu thermoplastique est 
absolument transparent au rayonnement et que la surface de la source est diffuse. La quantité 
d’énergie 0q , sur la totalité des longueurs d’ondes, quittant une surface finie Ai de la source et qui 
est interceptée par une surface finie Aj de la membrane est donnée par :  
( ) ( ) ( )
0
i
0 s ij s ,b s
j
Aq T =F T E T d
A λ λ
ε λ
∞
∫  (8)
ijF  est le facteur de forme, ( )sTλε  représente l’émissivité spectrale de la source chauffante à la 
température sT  et ( ),b sE Tλ  l’émittance spectrale du corps noir. 
3.2 Rayonnement infrarouge absorbé par la membrane thermoplastique 
Considérons les hypothèses suivantes : i) matériau non dispersant ; ii) hypothèse des milieux 
froids et iii) propagation monodimensionnel du rayonnement radiatif dans la même direction que 
celle de la normale à la surface de la membrane polymérique, direction z. Dans ces condition, en 
utilisant un coefficient moyen d’émission, ε , pour la source, l’énergie totale absorbée par volume, 
divergence de flux, est alors obtenue par la formule suivante:  
( ) ( ) ( ) [ ]j 4ij s s
i
A
z =F T T exp - z
Arad k
Q σ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ∑ κ κ κε 1− ρ κ κ  
(9)
où kf  est la fraction de rayonnement absorbée par bande k de longueurs d’ondes. ρκ  et κκ  
sont respectivement les coefficients moyens de réflexion et d’absorptivité dans la bande k 
 
3.3 Facteur de forme 
Le calcul analytique des facteurs de forme n'est possible que pour des géométries simples. 
L’introduction des méthodes numériques et probabilistes (Siegel et al, 1992) ont permis de 
surmonter ces difficultés pour des formes arbitraires de surfaces. Toutefois, lorsque deux surfaces 
ont des régions communes, ou voisines, l’intégral de calcul du facteur de forme diverge. Afin 
d’éviter ce problème, nous considérons l’approche décrite dans (Erchiqui et al, 2007). 
4 Validations 
La figure 1 illustre, pour des tests d’étirements équi-biaxiaux, une comparaison entre les 
solutions numériques et expérimentales à trois températures (90oC, 105oC, 120oC) (Pham et al, 
2004). La figure 2 illustre une comparaison entre la solution numérique et analytique dans le cas 
d’un chauffage radiatif, sur l’épaisseur, pour trois instants : 10, 25 et 35 seconds. La fig. 3 
montre une comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux, relativement aux 
températures sur les traces avant et arrière de la membrane. Les données associées à ces 
problèmes de chauffages radiatifs sont fournies dans (Monteix et al, 2001). 
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5 Application en thermoformage 
Une feuille en PET amorphe est placée entre deux plaques chauffantes ( ε = 0.5 ). Les propriétés 
thermophysiques de la membrane sont fournies dans (Monteix et al, 2001). Le coefficient 
d’échange h de moule avec l’air est 1000. W m-2 K-1. La charge en débit d’air utilisée en 
formage est présentée dans la fig. 4. Pour les  conditions d’opérations voir la table 1.  
La fig. 5 illustre, à la fin du cycle de chauffage, la distribution de température sur les traces 
avant, milieu et centrale de la membrane. À ces températures, on a présentés sur la fig. 6 les 
contraintes de von Mises et les étirements induites dans la membrane. La fig.7 montre les 
évolutions de pression et de volume durant la phase de formage. Sur les fig. 8-9, à la fin de la 
phase de formage, on a présenté la distribution des températures, des étirements et des 
contraintes de von Mises (idem pour la phase de refroidissement, voir fig. 10-12). Les figures 
13.a-13.c présentent des vues des températures induites dans la pièce à la fin du cycle de 
refroidissement. 
Table 5. Conditions d’opérations 
Dimension de la feuille en PET 150 x 150 mm2 
Épaisseur de la feuille en PET 1.5 mm 
Dimension de la plaque chauffante supérieure 200 x 200 mm2 
Dimension de la plaque chauffante inférieure 200 x 200 mm2 
Distance initiale entre la feuille et la plaque supérieure 100 mm 
Distance initiale entre la feuille et la plaque inférieure 100 mm 
Température de la plaque supérieure  450 oC 
Température de la plaque inférieure 450 oC 
Température initiale de la feuille 25 0C 
Température du moule (phase de formage), Tmold  45 0C 
Température du moule (phase de refroidissement), Tmold 45 oC 
Temps de cycle de chauffage de la feuille en PET 15 sec 
Temps de cycle de formage de la pièce en PET 3.5 sec 
Temps de cycle de refroidissement de la pièce en PET (à l’intérieure du moule) 5 sec 
Température de l’air ambiante (phase de chauffage), Tair 50 0C 
Température de l’air ambiante (phases de formage et de refroidissement), Tair 30 0C 
Température du gaz de soufflage, Tgaz 30 0C 
 
6 Conclusion 
Dans cet article nous avons étudiés, par la MEF en explicite, le thermoformage d’une pièce en 
PET amorphe. La phase de formage est supposée non complète. Une charge en débit d’air est 
considérée. La pression est déduite de l’équation d’état de van Der Walls. Le modèle de 
comportement hyper-viscoélastique intégral de Christensen-Yang est considéré. 
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FIG. 1 Tests d’étirements équi-biaxiaux 
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FIG. 2 Distribution de température selon l’épaisseur 
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FIG. 3 Distribution des températures sur les traces 
 
FIG. 4 Débit d’air utilisé pour le soufflage 
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FIG. 5 Distribution des températures sur les traces 
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FIG. 6 Distribution des contraintes et des étirements 
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FIG. 7 Évolution de la pression et de volume 
 
FIG. 8 Distribution des températures 
 
FIG. 9 Distribution des contraintes et des 
étirements sur la trace de la membrane 
 
FIG. 10 Distribution des températures sur les traces 
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FIG. 11 Distribution des contraintes sur la trace 
de la membrane 
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FIG. 12 Distribution des étirements sur la trace de la 
membrane 
 
FIG. 13.a Vue de température : 
surface du milieu de la pièce 
 
FIG. 13.b Vue de température: 
surface supérieure de la pièce 
 
FIG. 13.c Vue de température : 
surface inférieure de la pièce 
 
